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Introduction aux éléments finis discontinus

Éléments finis discontinus — Motivation 
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 Par rapport aux différences finies et aux volumes finis, les méthodes d'éléments finis (EF) 
 permettent de résoudre des problèmes d'équations aux dérivées partielles :

• avec grande précision (convergence d'ordre élevé — fonctions de base polynomiales)
• avec flexibilité géométrique (car basées sur des maillage non-structurés)

 Parmi les méthodes EF, celles basées sur des EF discontinus ont deux avantages :
• Elles permettent de représenter plus naturellement des solutions discontinues  

(ex. chocs en mécanique des fluides, ruptures en mécanique des solides, ...)
• Elles ont une structure algorithmique intéressante pour du calcul à haute performance 

(dont calcul parallèle à mémoire distribuée)

Objectif de cette séance : Introduire une méthode d'EF discontinus  
pour des ondes acoustiques / scalaires.

Représentation de la solution numérique 
Une méthode d’éléments finis continus 
Une méthode d’éléments finis discontinus

Représentation de la solution — Maillage et noeuds
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Maillage



Représentation de la solution — Maillage et noeuds
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Nœuds ("nodes")

Maillage

k = indice maille
j = indice nœud

Représentation de la solution — Maillage et noeuds

6

Notation

Représentation de la solution — Local / Global
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Représentation locale

Représentation de la solution — Local / Global
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Représentation locale

Représentation globale — Cas continu



Représentation de la solution — Local / Global
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Représentation locale

Représentation globale — Cas discontinu

Représentation de la solution numérique 
Une méthode d’éléments finis continus 
Une méthode d’éléments finis discontinus

Une méthode d'EF continus
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1. Problème considéré — Propagation des ondes

Une méthode d'EF continus
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2. Formulation variationnelle du problème semi-discret



Une méthode d'EF continus
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3. Schéma semi-discret en espace

Représentation de la solution numérique 
Une méthode d’éléments finis continus 
Une méthode d’éléments finis discontinus 
     Problème et formulation variationnelle 
     Schéma semi-discret en espace 
     Schéma discret en temps et en espace

Une méthode d'EF discontinus
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Rappel du problème avec l’équation des ondes :

Problème considéré — Propagation des ondes

Une méthode d'EF discontinus
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Formulation variationnelle du problème semi-discret (représentation locale)

Représentation de la solution :

Problème de départ :

Le couplage entre les éléments 
se fait grâce aux termes de 
pénalités sp(x,t) et su(x,t) 
qui dépendent de la solution des 
deux côtés de chaque interface.



Une méthode d'EF discontinus
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Termes de pénalité

Une méthode d'EF discontinus
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Termes de pénalité

Choix classique pour 
les termes de pénalité 
de type “upwind".

Représentation de la solution numérique 
Une méthode d’éléments finis continus 
Une méthode d’éléments finis discontinus 
     Problème de départ et formulation variationnelle 
     Schéma semi-discret en espace 
     Schéma discret en temps et en espace

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Choix et hypothèses

Choix de représentation

Choix des fonctions tests

Hypothèse sur les paramètres



Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Équation semi-discrète (représentation locale) pour l’équation “en p” [terme de volume]

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Équation semi-discrète (représentation locale) pour l’équation “en p” [terme de surface]

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Équation semi-discrète (représentation locale) pour l’équation “en p” [résumé]

vu (A) 
  (B) & (C)

écriture 
matricielle 
“par élément”

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Équation semi-discrète (représentation locale) pour l’équation “en u” [résumé]

vu (A) 
  (B) & (C)

écriture 
matricielle 
“par élément”



Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Résumé du schéma semi-discret

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Amélioration (1) du schéma semi-discret

Schéma semi-discret amélioré

Une méthode d'EF discontinus — Schéma semi-discret
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Amélioration (2) du schéma semi-discret

Schéma semi-discret final ce terme correspond à une divergence

ce terme correspond à un gradient

Représentation de la solution numérique 
Une méthode d’éléments finis continus 
Une méthode d’éléments finis discontinus 
     Problème de départ et formulation variationnelle 
     Schéma semi-discret en espace 
     Schéma discret en temps et en espace



Une méthode d'EF discontinus — Schéma discret complet
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Ré-écriture abstraite du système

Une méthode d'EF discontinus — Schéma discret complet
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— Schéma d’Euler explicite

— Schéma de Runge-Kutta 44

Une méthode d'EF discontinus — Schéma discret complet
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— Schéma de Runge-Kutta “Low-storage“ 54

Une méthode d'EF discontinus — Schéma discret complet
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— Schéma de Runge-Kutta “Low-storage“ 54


